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Suite de divisibilité elliptique

Elliptic net de rang 1

C’est une suite définie par la relation de recurrence
2 2 2
Wn+me—n W] = Wm+1 W1 Wn - Wn+1 W1 Wm

for positive integers m > n

o Wi, W,, W3, Wy giVCl’l
@ Exemple: 1,2,3,4,5,
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Suite de divisibilité elliptique associée a une courbe

elliptique

Soit F, un corps fini et P(x,y) € E(F,) ol
E(F,) = {(x,y) € F} : ¥ + a1xy + azy = x* + ax* + asx + as} U {O} Posons

by = a% +4az, by =2a4+araz, bg= a% + 4as

_ 2 2 2
bg = ajae + 4aras — arazas + aa; — aj

Alors [n]P = (121”((15))2’ 121”((1,,})))3) oll

Qvi=1 hh=%y+tax+a;
e ’1/13 :3x4+b2x3+3b4x2+3b6x+b8

Q vs=
(2y+a1x+a3)(2x6 —l-bzxs +5b4x4—|— 10b6x3 = 10b3x2+ (bzbg —b4b6)x+b4bg —bé)

0 ¢n+m7/}n—m = 1/}n+11/}n—1'¢}31 - 1/)m+1'¢}m—lw3’ (H)
W,.(P) = 1,,(P) est donc une suite de divisibilité elliptique.
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Generalisation des suites de divisibilité elliptique

{Wa(P)} < [n]P
On voudrait generaliser
{Wam(P,Q)} < [n]P + [m]Q

{Woms(P,Q,R)} < [n]P + [m]Q + [s]R
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Elliptic Nets

Soit A un anneau integre. Un Elliptic Net est une suite W : Z" — A qui vérifie la
relation
Wp+qg+s\Wp—gWir+s)Wir)+Wg+r+s)Wig—rWp+s)Wp)+ @)

Wir+p+s)W(r—p)W(g+s)W(q) =0 (2
Soit {e;}, la base naturelle de Z"

@ n = 1, on a une suite de divisibilité elliptique.

© W est normalisée si W(e;) = 1 pour tout i et W(e; + ¢j) = 1 pour
tout1 <i<j<n.

@ West
non-dégénérée si W(e;) #0, W(e; +¢;) #0, W(e; —e;) #0, W(2¢;) # 0.
On s’interesse aux elliptic nets de rang n = 2
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De I’Elliptic Net a une courbe elliptique

Soit W : Z? — A un elliptic net normalisé et non-degeneré de rang 2
p g g

La courbe d’équation

E: Y +a XY +a3Y = X° + @ X? + asX + ag 3)
ol
W(2,0) — W(0,2)
T W) —w(a,2) @
ay =2W(2,1) — W(1,2) )
az = W(2,0), as=(W(2,1)—W(1,2))W(2,1), ag=0 (6)
(7

définit une courbe elliptique et P = (0,0) et Q = (W(1,2) — W(2, 1),0) sont des
points non singuliers
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D’une Courbe elliptique a un Elliptic Net

Soit E(C) une courbe elliptique et T le réseau correspondant. Soit (P, P;) deux
points linéairement indépendants de E et (z;,z,) les complexes correspondants via
I’isomorphisme C/T" = E(C).

Construction de Stange 2007

Soit v(vy, ;) € Z2,

a(vizi +vaz;T) @)
O.(Zl)v%—vlvzo.(zl +Z2)v1sz(Z2)V%—v1vz

17Z}v(zl s ZZ) =
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D’une Courbe elliptique a un Elliptic Net

W 7?2 - C
(V17V2) = wvl,vz(zlsz)

)

est un elliptic net associé a la courbe E et aux points P; et P,

Vl,V2) =0« [Vl]Pl al [VQ]PQ (@)

w(
W(v1,0) et W(0, v, correspondent aux polyndmes de division pour [v{]P; et
2]Pa

[
@ W(1,0) =w(0,1) = W(1,1) =
@ Sont les dénominateurs de [v{]P; + [v2]P2 ?

Stange étend le résultat a tout corps K
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A quoi ¢a ressemble

Let K be a field and P(x1,y1), Q(x2,y2) € E(K) where
E(K) ={(x,y) € K*: Y + a1xy + azy = ¥ + axx* + asx + ag} U {O}. then

® Wao =Won=Wan =1

o Wy _1)=x2—x,Wi11) =x —x2,

o W(Z,l) — le + x5 — (YZ__‘/'I )2 _ a](yz—yl) + ap

X2 —X] X2 —X]

@ Wi =x1+ 20 — (222) —a)(22) + ap.
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Théoreme des Elliptic Nets

Il y a donc bijection entre

L’ensemble des courbes elliptiques et deux points Pet O, P,Q, P+ Q,P — Q # O

et

I’ensemble des elliptic Nets W, ,, verifiant W0 =Wo, =Wa,) = 1et
Wi_1#0

Et ca marche bien pour les rangs supérieurs
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E(F,) est une courbe elliptique dont I’odre du groupe est divisible par un grand
facteur premier m. Soit P € E(IF,)[m] et O € E(F)/mE(F ). Soit f,, p de diviseur
Div(fy p) = m(P) — m(Py). Soit Dy un diviseur de support disjoint avec Div(f;, p)

Le couplage de Tate

Le couplage de Tate est I’application

en: E(F)ml x EFp)/mEFy) — Fi/(FL)"
(P,Q = fu,p(Do)
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L’algorithme de Miller

On considere les fonctions f; telles que Div(f; p) = i(P) — (iP) — (i — 1)(Po) qui
verifient

Qfir=1
Q fjpr= ﬁPﬁPd('P’P

i+j)P

Q fir =F fip = F el

@ Calcule la fonction f,, p(Q) a partir des f; p
@ on decompose m = (1,m,_y, ....my,mg),

© C’est un double and add algorithm
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[ algorithme de Miller pour calculer le couplage

Input: P € E(F,)[m], O € E(Fy)m],
m=(1,m,_q,...m1,mp)s.

Output: The Tate pairing of P and Q : e, (P, Q)

l.dof <+ landR <+ P

2.fori=r—1a0

2.1 dof < f*- (Dg) and R < 2R

2.2 ifm; = 1thenf < f - (Dg) andR <~ R+ P

3. en(P,Q) « 5"
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Le Couplage de Tate en termes d’ Elliptic Nets

On considere la fonction ¥ ,, ,,(—S, P, Q) associée a la combinaison
linéaire —S + [v2]P + [v3]Q ou S est quelconque. Grice aux proprietés de la fonction
o de Weiertrass on peut demontrer que

Div(1,,, (=S, P, Q)) = ([v2]P + [v3]Q) — {v2(P) +v3(Q)} — {1 —va —v3}(O) (10)
ou les v; sont les entiers et P, Q sont les points de la courbe elliptique.

On vérifie alors que
Div(11,00) = 0,  Div(¥1mo) = —m(P) + m(O)

Div(wm’l) =0 DiV('l/JI,m,l) = —m(P) + m((’))
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Le couplage de Tate en termes d’ Elliptic Nets

On déduit

Y100(=S, P, Q)

.
o (=5, P, 0)

) = Div(finp) (11)

ce qui conduit a

_ Y100(=S5,P, Q)
wl,m,O(_S7 P7 Q)

Soit Dy, le diviseur (—S) — (=S — Q). On a

fm,P(S)

fm,P(_S)
fm,P(_S - Q)
11,0008, P, Q)1 mo(S + O, P, Q)
P1,m0(S, P, Q)1,0,0(S+ Q,P, Q)
¥1,0,0(S, P, Q)Y1m,1 (S, P, Q)
Y1mo(S, P, Q)1,0.1(S, P, Q)

fm,P(DQ) =
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Couplage de Tate en termes d’Elliptic Nets

En posant S = P,

Wp,Q(m + 1, 1)WP,Q(1 O)
Wp,Q(er I,O)prQ(l, 1)

Tonp(P,Q) = 12)

where Wp o(m + 1,i) = Y1,m,i(S, P, Q)|s=p.

qui est le couplage de Tate ( - I’expo finale) qui se simplifie grice aux proprietés de
Ielliptic net

Wpo(m+1,1
T p(P,0) = wrtmt L )

= Wpo(m+1,0) a3
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WP7Q(I’I’£ + 1, 1)

Tp(P, =
»,(P,0) Wro(m+1,0)

(14)

moins I’expo finale

Pour calculer T, p(P, Q), il faut calculer Wp o(m + 1, 1) et Wp g(m + 1,0) en
premier et pour le faire, I’on devrait utiliser la rélation de récurrence des elliptic nets.
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D’un block V a un block Double(V) ou DoubleAdd(V)

L’ Algorithme de Stange

Table: Block V centré en k

(k-1,1) | (k1) | (k+1,1)

‘ (k-3,0) ‘ (k-2,0) | (k-1,0) | (k,0) | (k+1,0) | (k+2,0) ‘ (k+3,0) ‘ (k+4,0) ‘
Ck1,D) | @kD) | Ck+1,D)

[(2k3,0) | 2k2,0) | Ck-1,0) | (2K0) | (2k+1,0) | 2k+2,0) | (2k+3,0) | (k+4,0) |
kD) | Ck+1,D) | (2k+2,1)

[Ck2,0) | Ck-1,0) | K0) | Ck+1,0) | (2k+2,0) | 2k+3,0) | (2k+4,0) | k+5,0) |

Le bloc centré en m est obtenue aprés log (m) steps.
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Formules de Duplication

Des termes initiaux sont connus:
= W(2,0),b=W(3,0),c = W(4,0),d = W(
f:W(Z,—l),g:W(l,l)etW(l 0) = ( 0,1

Outil de calcul du premier vecteur

W(2i—1,0)=W(@i+1,00W(i — 1,0)3 — W(i —2,0)W(i,0)3
W(2i,0) = (W(i,0)W(i+2,0)W(i—1,0)>—W(i,0)W(i—2,0)W(i+1,0)?)/W(2,0)

Outil de calcul du second vecteur

W2k —1,1) =
(Wk+ 1, )Wk —1,1)W(k — 1,0)> — W(k,0)W(k — 2,0)W

2,1),e=W(-1,1),
):

(k, 1)%)/W(1,1)

W2k, 1) =Wk —1,1)W(k+1,1)W(k,0)> — W(k — 1,0)W(k + 1,0)W(k, 1)?
W2k+1,1) =

(W(k—1,1)W(k+1,1)W(k+1,0)> — W(k,0)W(k + 2,0)W(k, 1)2)/W(=1,1)
W(2k+2,1) =

(W(k+1,0)W(k+3,0)W(k,1)> — Wk — 1, )W(k + 1, )W(k +2,0)2)/W(2,—1)
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L’algorithme des Elliptic Nets

Algorithme 1 Double(V) et DoubleAdd(V)

Entrées : Les termes

initiaux a = W(2,0), b = W(3,0),c = W(4,0),d = W(2,1),e = W(—1,1),
f=W(2,—1),g = W(1,1) d’un "ellipti net” satisfaisant W(1, ) W(0,1) =1et
I’entier m = (mlml_l 005 ml)z.

Sorties : Les termes W(m, 0) et W(m, 1) de “I’elliptic net”.
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L’algorithme des Elliptic Nets

1: V [[_av_la()) 1,a,b,c,a3c _b3]; [17g7d]]
2: Pouriallantde [/ — 1 a 1 faire

3: si1=0 alors

4: V <~ Double(V)

5: sinon

6 V < DoubleAdd(V)
7. finsi

8: fin Pour

9: Sortie : V[0,3], V[1,1] i.e {W(m,0) et W(m,1)}
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L’algorithme des Elliptic Nets

Algorithme 1

Entrées : Block V centré en k d’un elliptic net”

satisfaisant W(1,0) = W(0,1) = 1,A = W(2,0) ", E= W(-1,1)"!, F =
W(2,-1)"1,G=W(1,1)"!, etadd € {1,0}

Sorties : Block centré en 2k si add == 0 et centré en 2k + 1 si add == 1.

1: S + [0,0,0,0,0,0]

2: P+ [0,0,0,0,0,0]

3: 8y « V[1,1)? 1S;
4: Py < V[1,1]V[1,2] 1M,
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L’algorithme des Elliptic Nets

5: Pour i allant de 0 a 5 faire

6: S[i] « V[0,i+ 1]? 6-(1S)
7: Pli] + V[0,i]V[0,i + 2] 6 (1M)
8: fin Pour

9: Si add == 0 alors
10: Pour i allant de 1 a 4 faire

11: V[0,2i — 2] « S[i — 1]P[i] — S[i|P[i — 1] 8- (2M)
12: VI[0,2i — 2] « (S[i — 1]P[i + 1] — S[i + 1]P[i — 1])A

13: fin Pour

14: V[1,0] < (S[1]Po — SoP[1))G 2%UM + M,
15:  V[1,1] < S[2]Py — SoP[2) 2kM

16: [ s ] (S[ ]Po —S()P[S])E 2kM + M,
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L’algorithme des Elliptic Nets

17: sinon
18: Pour i allant de 1 a 4 faire

19: V[0,2i — 2] < (S[i — 1]P[i + 1] — S[2]P[0])A 4.(3M)
20: V[0,2i — 2] + S[i|P[i + 1] — S[i + 1]P[1] 4.(2M)
21: fin Pour

22:  V[1,0] + S[0]Py — SoP]0] 2kM
23: V[1,1] « (S[3]Po — SoP[3])E 2kM + M
24:  V[1,2] < (SoP[4] — S[4]Py)F 2kM + M,
25: fin Pour

26: Sortie : V
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Complexité et Comparaison: Stange 2007

@ On peut trouver des elliptic nets equivalent pour lesquels on obtient
A=W2,00'=w1, 1) '=w(2,-1)"1 =1

@ VLelliptic net equivalent qui donne W(—1, 1) = 1 donne entre
autre W(1,1) = xp — xp on utilise les tordues de courbes elliptiques pour
choisir Q.

Evaluation des cofits

Algorithme “Elliptic nets”
Double : 6S + (6k +26)M + S + 2My
DoubleAdd : 6S + (6k + 26)M + Si + 2M;
Algorithme Algorithme de Miller
Double : 4S + (k+ 7)M + Sy + M,
DoubleAdd : 7S + (2k + 19)M + Si + 2M;;.
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Une recente optimisation ?

Wp7Q(m + 1, 1)

We.o(m +1,0) (15)

Tm,P(Pa Q) =

moins [’expo finale

Ogura, Kanayama, Uchiyana, Okamoto[2016]

Proposition:

Soit £ une courbe définie sur le corps fini F;. Soit k > 1, m un trés grand nombre
premier qui divise I’ordre de E(F,) et (m,q) = 1. Alors, pour P € E(F,)
etQ € E(Fy),

Tou(P, Q) = fup(Q)4 /™ = Wy, 1y (P, Q)@ ~D/m (16)

@ On gagne une inversion et une multiplication juste avant I’exponentiation finale

@ Mais on ne gagne rien dans I’algorithme car le calcul de W,, o et W,, 1 sont liés.

Emmanuel Fouotsa Couplages et Cryptographie



Questions

@ Trouver d’autres formules de duplications qui ameliore le cofit de calcul
simultané de W, o et W,
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